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Résumé

Un principe d’incertitude est une propriété qui limite la concentration simultanée d’une
fonction et de sa transformée de Fourier. Le plus connu d’entre eux est le principe d’in-
certitude d’Heisenberg. Il existe cependant différents types de principe d’incertitude et I'un
d’entre eux est donné par la notion de paire annulante.

Dans un premier temps, nous allons comprendre les notions de principe d’incertitude. Puis
dans un second temps, nous allons étudier le théoréme de Logvinenko-Sereda qui fournit une
description exhaustive des paires annulantes (S, ) lorsque la partie X est bornée.

1. Introduction

1.1. Transformation de Fourier sur L!(R9).

Les fonctions considérées sont définies sur R? & valeurs dans C et on note (-|-) le produit scalaire
canonique sur R%,

On rappelle que (L'(R), |].||lL1(r)) est un espace de Banach et que (L*(R%), (), [|.|L1(®)) est une
espace de Hilbert.

On note Cy(RY) I'ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 en l'infini (£00).

Définition 1. Si f € L'(R%), on définit sa transformée de Fourier par

FWiy—= J) = | @) da.
Sur R on a:

ﬁuww%ﬂw:émm%wm

Remarque. 11 existe plusieurs maniére de définir la transformation de Fourier. Nous fixons celle-ci
dans la suite de cet article.

Proposition 1. L’application .7 : L} (R?) — L®(RY) est bien définie et :
— Z est linéaire, i.e. :
YAEC, Vf,ge L'IRY) : A +g=Af+3.

— 7 (LYRY), - IL1 (mey) — (LR, ||.lleo) est continue avec : ¥ f € L1 (RY)

1 Fllse < £l (Ray-

Démonstration. On a :

VieR : |f(1)] = <Mluw = 1flle < Ifllig-

/ f(z)e " dx
R
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Proposition 2. Soient 1 < p < 400 et f € LP(R). On pose pour tout a € R, 7,f : x —
f(z —a). L’application a — 7of est uniformément continue sur R dans LP(R).

Démonstration. On utilise la densité des fonctions continues a support compact dans LP(R) et
le théoréme de Heine sur un tel compact. O

Théoréme 3 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f € LY(R?), alors 'application fe Co(RY),
e :

~

F est continue et lim f(x) = 0.
|z| =400

L’application F : LY(RY) — Co(RY) est alors bien définie.
Remarque. En particulier, pour tout f € Ll(Rd), J?est uniformément continue.

Démonstration. On ne démontre que le cas d = 1.
Soitt e RetteR.

17 — F1)] < / f(@)] e —e~™ | dz et Va eR : lim|f(z)||e™ — | = 0.
R t—t

On a Va,t,t € R : |f(z)] ]e*ﬁm — e 2| L 2|f(z)| qui est intégrable, alors par théoréme de
convergence dominée :

A~ o~ ~

lim f(t) = f(2),

t—t

et fest donc continue.

Soit t € R*, utilisons le simple fait que e™ +1 =0 :

f(t) _ _/Rf(x)e—it(a:—f—ﬂ/t) dr — _/Rf (ac— %) e~ .
Donc Qf(t) = /Re_m (f(:n) —f (:U - g)) dz. 11 vient :

~ T
2f0) < [ |#@) -1 (o= T)| do = 1f = repefllum,
R
avec T f + & — f(x—m/t). Puisque f est dans L'(R), || f — 7y /. f||1(r) converge vers 0 lorsque
[t — +o0], donc f € Cp. O

Proposition 4 (Propriétés élémentaires). : soit f € LY(R?) et a € RY.

— (translation) : la transformée de Fourier de 'opérateur de translation par a est :
VyeR? . F(rf)(y) = e WF(f)(y).

— (modulation) : 4
VyeR! 1 F(Vf(y) = F(f)ly - a).

— (dilatation) : la transformée de Fourier de l'opérateur de dilatation par A € R* :
VAeR*, VyeR? . Z(dyf) = A1y Z(f) avec  dyf:z+— f(Ax).
— (conjugaison) : B
vyeR! 1 F(NH(~y) = Z () )

— (conservation de la parité) : F conserve la parité, i.e. :

~

Vfe Ll(Rd,R) . f paire = f paire.
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Exemples 1. Donnons quelques exemples fondamentaux.

— (Fonction porte) : on pose II = 1|_; /5 1/9) sur R. Alors pour tout z € R :

sin(z/2)

@) = — 75—

= sinc(x/2).

On prolonge sinc par continuité en 0 en posant sinc(0) = 1.

— (Transformée de Fourier d’une gaussienne) : la transformée de Fourier d’une gaussienne
. _ 2

est une gaussienne. Pour tout a > 0, on pose G, : @ — e~

~ 2
VEER s Gulo) = [T Gruale) = 2 e (1),

alors :

Démonstration. — Preuve pour la fonction porte. On a pour tout z # 0 :
gy 1/2 . .
file) = /1/2 eI dy = [e zwy] / _ i {eix/z_e—ix/g} _ 2zsm‘ (z/2) _ sin (x/2)
—1/2 —ix |y i i x/2

— Preuve pour la gaussienne. Il est clair que G, est intégrable, é; est donc bien définie.
Pour tout y € R on a donc

é;(y) :/e_w26_i$yd$.
R

L . _ 2 _ s L. s,
Pour tout réel x la fonction y —— e * e ¥ est dérivable sur R, de dérivée y ——>

—ize=**" ¢~ Cette derniére est dominée par la fonction ¢ : z — |zle=*"". ¢ étant
intégrable sur R, par théoréme de dérivation sous l'intégrale G, est dérivable sur R.
De plus, pour tout réel y, on a

(C/?;)/(y) = i/Rxe_azQe_my dx.

Or, par une intégration par parties on remarque que

o —1y o
/xe AT dr = —2Z | e e dzg.
R 2a0 Jg

Ainsi pour tout y :

u(0) = /7/a.

Or 'unique solution de ce probléme de Cauchy est la fonction

7 t2
u:teER+— 4/—exp| —— .
« 4o

Ainsi pour tout réel y :
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1.2. Convolution.
Définitions et propriétés de la convolution.

Définition 2. Soient f, g : R? — C deux applications mesurables et définies presque partout.
On dit qu’elles sont convolables si pour presque tout z € R? on a :

y— f(y)g(x —y) € L'(RY).

Définition 3. Soient f, g : R — R deux applications mesurables positives. On définit le produit
de convolution de f et g par :

(Fea)ia— [ gt = 9y

définie de R? dans [0, +oc0].

Remarque. On définit le produit de convolution sur R? car c’est seul ouvert de R¢ stable par
translation.

Définition 4. Soient f,g : R — C deux applications convolables. On définit le produit de
convolution de f et g dans C par :

(fxg):2— y f(y)g(r —y)dy,

définie de R? dans C.

Remarque. Dans le cas positif, on ne demande pas que les deux fonctions soient convolables car
on autorise l'intégrale a prendre une valeur infinie. Dans le cas complexe, on se force a prendre
des fonctions convolables afin que I'intégrale soit bien définie.

Proposition 5. La convolution de fonctions est commutative, bilinéaire et associative.

Démonstration. — Commutativité : soient f,g:R? — C deux fonctions convolables.
VeeR: (fxg)l@) = [ fWalx—y)dy
= (z —u)g(uw)|(=1)% du (changement de variable)
R4
= (9% @),

donc fxg=gxf.
— Bilinéarité : par linéarité de l'intégrale c’est immédiat.
— Associativité : soient f, g, h € L'(R?) et z € R%. D’une part :
(P sm@) = [ (o)t —)ay
= [ ([ st 0 at) e = gy an

D’autre part :
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(f*(g*h))(x) = F@)(gh)(z —t) dt

%\

= / f(t) (/ gy)h(x —t —y) dy> dt (changement de variable)
R4 R4

= [0 [ st ont - ay) a

= / / fgly —1) dt) h(z —y) dy (Fubini-Lebesgue)
Rd Rd
= ((fxg)*h)(=).

O

Remarque. Le produit de convolution régularise une fonction f en faisant une moyenne pondérée
par g des valeurs de f en chaque point.

Proposition 6. Soient f,g € LY(R?) :

frg=f3.
Si de plus, f,ﬁ et fg € LYR?), alors :
fg = 1F*3g

Démonstration. Ce théoréme se démontre en remarquant que si f, g € L1 (R9), alors fxg € L*(R%)
et en exploitant le théoréme de Fubini. O
1.3. Dérivation et formule d’inversion de Fourier.

Tout d’abord, observons le lien entre régularité d’une fonction et décroissance de sa transformée
de Fourier.

Proposition 7 (Transformée d’'une dérivée). Soit f € C;m(Rd) telle que f,0;f € LY(RY) pour
tout j € [1,d]. Alors pour tout j € [1,d] et tout x = (z1,...,14) dans R%,

~

9 f(z) = (iz;) f(x).

Soit k € N*. Si f € Cf,fm(Rd) telle que f,0;f,. .. ,8]’?f € LY(RY) pour tout j € [1,d], alors pour
tout j € [1,d] et tout x = (x1,...,14) dans RY,

O f(x) = (iw))" F(a).

Corollaire 8. Casd=1. Soit [ € C;m(R) telle que f, f' € LY(R). Alors pour tout réel x :

Soit k e N*. Si f € C;fm(R) telle que f, f',..., f®) € LX(R), alors pour tout réel x :

FE () = (i) f(x).

—

Démonstration. Comme f’ € L1(R), alors (f’) est bien définie et pour tout réel z :

Fio) = [ e ar



6 SAMUEL CHAN-ASHING ET BASTIEN LECLUSE

Montrons que [ f(t)e "] J_rz = 0. Soit z € R. Alors comme [ € C},,, et f(z) = f(0)+ [y f'(t) dt,

on a :

A= lim f(z) = f(O)—I—/O+<>o () dt < o0 car f' € L}(R).

r—r+00
A A
Si |A| > 0, alors : il existe g € R tel que Vo > xp : |[A — f(z)| < 2| et donc : f(x) > |2|
pour tout z > x. Dans ce cas,
+o0 xQ +oo |A|
f(z)dz > / f(x) dx—i—/ — dz = +o0.
0 0 o 2
Cela est absurde car f € L}(R), alors |A| = 0. De méme en —oc.
Finalement, par intégration par parties :
Fa) = = [ )i at = (i) Flo)
R
0

Remarque. Le résultat précédent montre un lien entre régularité d’une fonction et décroissance
de sa transformée de Fourier. En effet, plus f est réguliére avec des dérivées intégrables, plus f
décroit rapidement vers 0 en l'infini.

Corollaire 9. i f € C2(R) telle que f, f', f" € LX(R), alors f € L}(R).

Démonstration. Comme 'une des deux fonctions est & support compact, le résultat s’obtient
alsément par intégration par parties. O

Remarque. Le résultat suivant montre un lien "inverse" entre décroissance d’une fonction et
régularité de sa transformée de Fourier. Il énonce que plus f décroit rapidement vers 0 en ’infini,
plus f est dérivable.

Proposition 10 (Dérivée d’une transformée). Si f € LY(R?) et x — zf(z) € LY(R?), alors
f € CY(RY) et pour tout j € [1,d] et tout x dans RY,

i0;f () = a;f(x).
Si f € LYRY) NCYHRY) et Vf € LYRY) (i.e. : pour tout j € [1,d], 9;f € LY(RY)), alors pour
tout j € [1,d] et tout x dans R? :

9if(x) = x;f(x).
En particulier : (ac — acf(x)) € L™°(RY).

Corollaire 11. Casd = 1. Si f € LY(R) et x — xf(x) € L'(R), alors F est dérivable et en
posant g : x — (—ix) f(x) on obtient pour tout x € R :

(f)(z) = g(x).

Démonstration. Cas d = 1. Soient s,t € R tels que s # ¢, alors :

Jo) =) _ sit (/R flz)e ™ dz — /Rf(a:)e_m dm) = /Rf(ar)e_”tw(x,s —t) dz,

s—t

efixu -1
avec p(z,u) := ——— pour tout u # 0.
u

OrVz,u € R, |p(x,u)| < |z, lirr(l) o(z,u) = —iz, et par hypothése g : x — —izf(z) € L'(R),
r—r

donc par théoréme de convergence dominée, lorsque [s — ¢], ona: (f ) (t) = —i/ zf(x)e ®tde.
R
O
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On s’intéresse maintenant au théoréme d’inversion de Fourier. Pour le démontrer, il est com-
mode de disposer d'une fonction positive H dont la transformée de Fourier est positive et d’in-
tégrale facilement calculable.

Exemple 2. Onpose H:z e R—s el > 0et hy : 2 € R — / H(\t)e™™ dt pour A > 0.
R

Soit A > 0. Alors :

A

VzeR : hA(l') = m,

hx € Co(R) et /h,\(a;) de = 1.
R

Deplus: 0 < H(t) < 1et HA) — 1.

A—0

En effet, soit z € R et A > 0. Alors :
ha(x) = / e Meite gy
R

+oo 0
_ / T2 gy 4 / RISV
0

—0o0

+o0 . +o0 .
_ / et(zr—)\) dt + / e—t(m:—l-)\) dt
0 0

otliz—2) ] o tliz—n) ]
= |z = TS
0 0
R S
A—ix iz 4+ N\

D’ou : pour tout réel x, hy(x) = )\24)\_2 et / hx(z) dx = 1.
z R

Proposition 12. Soit A > 0.

(i) Pour tout f € LY(R) et tout A >0 :

o~

VeeR : (fxhy)(z) = /RH()\t)f(t)emt dt.

(ii) Pour tout g € L=°(R) continue en a € R : (g% hy)(a) = g(a).

lim

A—=0

(11i) Soient1 < p < +oo et f € LP(R), alors /l\irr(l)”(f*h)\) — fll, = 0.
_>

Démonstration. (i) Théoréme de Fubini.

(ii) Soit @ € R. On a pour tout A > 0,

ha(a) = /RH(At)e“a dt = /RiH(u)eiiu du = %hA (%) (u = ).

Alors comme h) est d’intégrale 1 pour tout A > 0, on peut écrire :
(g ha)(a) — gla) = /R (9(a - 1) - 9(a))ha(y) dy
— [ ot~ ganiin (}) a
- /R (g(a—As) — gla)ha(s) ds (s = y/).
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(g(a —As) — g(a))hr(s) < 2||gllocha(s) intégrable

et Vs : lim (g(a— As) —g(a))hr(s) = 0,

A—0t

car g est continue en a. On conclut par convergence dominée.

(iii) Soient A > 0, p > 1 et g son conjugué.
Puisque hy € L2, la fonction (f * hy) est définie sur R entier (on vérifie facilement qu’elle
est méme continue). Soit x € R. On a :

(f * ha)() — f(z) = /R (F(z — ) — F(@)ha(y) dy.

Puis par inégalité de Jensen, la fonction u — u? étant convexe :

[0~ f@m) 4| < [ 1= = 5@ dy
R R

= |(frh)@) - f@)P < /R (@ — 1) — F@)Pha(y)P dy.

On intégre par rapport a x et on applique le théoréme de Fubini :
I ) = 71 < [t = PRI do = (9 b)O)

avec g : y — |7y f — fIIb ha(y)P~! qui est alors bornée, continue et qui vérifie g(0) = 0.
Par application du point (ii) précédent, le membre de droite tend vers donc 0.
O

Théoréme 13 (Inversion de Fourier). Soit f € LY(R) telle que f € LY(R). Alors :

1 ~ .
pour presque tout x € R : f(x) = 2/ f(y)em”'y) dy.
TJR

Démonstration. Soit x € R. Par le point (i) de la proposition précédente :

~ ~

(f *hy)(z) = /R HOAOf()e™ dt et Vit : [HO) ()™ < |f(t)] avec f € LY(R).

o~

. 1 N 1wt R E n ixt | _ ixt
On pose g : ¢ — o) /Rf(t)e dt. Pour tout t € R : )1gno (H()\t)f(t)e ) = f(t)e"".

Par convergence dominée, (f * hy)(z) tend vers g(z) lorsque [\ — 07].
On rappelle le lemme suivant, utilisé dans la preuve classique du théoréme de Riesz-Fischer :

Lemme 14. Soit 1 < p < 400 et soit (fn)n une suite de Cauchy dans LP(u) avec p de
mesure positive possédant une limite f. Il existe une sous-suite de la suite (fn)n qui converge
ponctuellement presque partout vers f.

Par le lemme et par le point (ii7) de la proposition précédente, il existe une suite (\,), telle que
An — 0 et lim (f xhy,)(x) = f(z) presque partout. Alors f(z) = g(x) presque partout. O
n-oo

Corollaire 15. La transformée de Fourier est injective sur {f € LY(R) : fe LY(R)}, i.e. que
pour f,g € LY(R) telles que f,g € L'(R), on a :

f=9 <= [f=g pp
En particulier : f: 0 < f=0.

Démonstration. Trivial par inversion de Fourier. O

Remarque. L’intérét principal du théoréme d’inversion ponctuelle est de faire 'analogie avec les
séries de Fourier.
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1.4. Transformation de Fourier dans L%(R).

Dans tout ce paragraphe on note L' := L}(R) et L? := L*(R).

Nous allons étendre la notion de transformée de Fourier & I'espace L? sachant que cet ensemble
n’est pas inclus dans L' La formule est correctement définie si f € L'NL2. De plus, si f € L'NL?,
alors f € L2 et on a ||f]l;2 = [|f|lL2. Cette isométrie de L' N L2 dans L? se prolonge par densité
en une isométrie de L? sur L2.

Lemme 16. (L' NL2,||.||.2) est un sous-espace dense de (L2,]|.||L2).

Démonstration. Si f € L2, alors en posant f,, := f - 1(_p ) pour tout n € N, on obtient :
anleL2 et an_fHL2 — 0.
n—-+00

O

Théoréme 17 (Plancherel). A chaque fonction f de L2, on peut associer une application f de
L? telle que :

(i) Si f e L!NL2, f est la transformée de Fourier de f.

(ii) Si f €L ona:||fl2 = |fllLe-

(#ii) L’application f +— f est une isométrie linéaire bijective d’espaces de Hilbert de L? sur
L2, ie. : R
(flg) = {flg)-
(iv) Entre f et J?, il existe les relations symétriques sutvantes :
a a

Pour tout a € R, et pour @, : y — e f(z) dx, by 1y — emyf(x) dx, on a :

—a —a
Jm lga = flle = lim g = fllrz = 0.
Démonstration. — (1), (ii)
(1) Soit f € L' N L2 Montrons que ||f|lzz = || f]l2.

On pose f: x +— f(—x) ainsi que g = f*f Pour z € R, on a :
o@) = [ fa =D dy = [ far 0@ dy = (7t

avec (-,-) le produit scalaire hermitien sur L2.

L’application € R — 7_,f € L2 est continue, donc g est continue par continuité
du produit scalaire.

Soit « € R, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz : |g(z)| < [[7—ofllrz - [|fllz = || fI3,.
Alors g est bornée. De plus, comme f et J?appartiennent a L' alors g € L.

Soit A > 0, d’aprés le point (i) de la proposition 16, on a :

(g% h)(0) = / HOWG() dt.

R

De plus, g est bornée et continue en 0, donc par le point (i7) de la proposition 16 :

Tim (g% ha)(0) = 9(0) = [If]=.
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Par la proposition 7,

Q)
I
~
*
~
~
I
=)
X
-
~
@
-
~
—~~
8
~
I
~
n
&

o~

done (f) = (f) et g

~

|fI? = 0.

On applique le théoréme de convergence monotone a la fonction A — H(At) qui croit
vers 1 lorsque [A — 0] :

112 = Jim (g b2)(0) = Jim [ BOWGE) at = [ (F0f at = 171

Ainsi: f e L2 et || fll2e = ||flp2.

(2) On note Y = {ﬁ fell OLQ}. D’aprés (1) : Y C L2 Montrons que Y est dense

dans L2, i.e. que Y+ = {0}.
Pour tout réel a et tout A > 0, les fonctions z — e ®H(\x) sont dans L' N L2. Leur

transformée de Fourier hy(a —t) = / ¢“*H(Az)e ™" da appartient donc a Y.
R

SiweL?etweY,, on a pour tout réel a :

(W hy)(a) = /h)\(a—t)w(t) dt = 0.

R
Par le point (i73) de la proposition 16, comme w € L? :

lim [@shy) —@z =0 —  w=0 et Y= {0}
A—0
D’ott Y dense dans L2.

(3) On note provisoirement ®(f) pour désigner f L’application ® est une isométrie pour
|-|l2 de L* N L2 (qui est dense dans L?) dans f(L' NL?) = Y (qui est aussi dense
dans L?). Démontrons un lemme.

Lemme 18. Supposons que :

— X, Y soient des espaces métriques avec X complet.

— [ : X — Y est continue.

— X posséde un sous ensemble dense Xg sur lequel f est une isométrie.
— f(Xp) est dense dans Y.

Alors f est une isométrie de X sur Y.

Démonstration. Puisque X est dense dans X, que f soit une isométrie sur X est
conséquence de sa continuité. Soit y € Y. Puisque f(Xo) est dense dans Y, il existe

(zn)n € X} telle que f(zn) — v

(f(xn))n est de Cauchy dans Y. Comme f est une isométrie sur Xo, (z5)n est une suite
de Cauchy. X étant complet, z,, — x, ou x € X et par continuité de f : f(z) =y. O

Par ce lemme, ® se prolonge en une isométrie ® de L2 sur L2. En notant f pour
désigner ®(f), on en déduit les points (i) et (3) du théoréme de Plancherel.

— (iii) Par le lemme, la densité préserve le caractére bijectif de f car (L2, ]|.||.2) est complet.
Cette propriété se déduit donc directement de la preuve des points (i), (ii) du théoréme
de Plancherel.
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— (iv) Soient f € L? et a € R. On note y, = L[_a,q) alors : xaf € L'NL2 et p, = )?Zf
Puisque || f — xaf]l12 P 0, on déduit du point (i7) du théoréme de Plancherel que :
a—r—+00

1F = @all = I = xaP)llz = If = Xafllle —— 0.

a——+o0

De méme pour ¢,.
O

Remarque. On obtient alors un prolongement de la transformée de Fourier de L' NL? qui est une
isométrie linéaire bijective d’espaces de Hilbert.

Corollaire 19. Lorsque f € L2 tel que fe LY, on a alors :
pour presque tout x :  f(x) = /f(t)eixt dt.
R
Démonstration. Application directe du point (iv) du théoréme de Fourier-Plancherel. O

Remarque. Si f € L', f(t) définie sans ambiguité en tout réel ¢ par f(t) = / fx)e ™ dz.
R

Si f e L2, f(t) se définit comme un élément de ’espace de Hilbert, mais en tant que fonction
ponctuelle de ¢ on ne dispose que d’une définition pour presque tout ¢.

Exemple 3. On a f : 2 — sinc(z/2) € L2\L! et ]?: X[-1/2,1/2]-

Remarque. La transformée de Fourier se généralise dans I'espace de Schwartz. Dans la suite, nous
I'utiliserons parfois implicitement.
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2. Principe d’incertitude d’Heisenberg

Un principe d’incertitude est une propriété qui limite la concentration simultanée d’une fonc-
tion et de sa transformée de Fourier. Son énoncé peut étre formulé de la maniére suivante :

Il est impossible qu’une fonction (ou distribution) et sa transformée de Fourier soient toutes les
deux concentrées dans une petite région de [’espace.

Remarque. Ce principe est général et en mathématiques il existe différents types de principe
d’incertitude. Le plus connu d’entre eux est le principe d’incertitude d’Heisenberg.
2.1. Principe d’incertitude d’Heisenberg.

Théoréme 20 (Principe d’incertitude d’Heisenberg). Si f € L2(R9), alors pour tout a,b € R et
pour tout j € [1,d] :

(=Pt as) - ([ - 0P ar) > {15,

On a égalité si et seulement si f est de la forme
—q . )2
flx)=g(x1,...,2j—1,Tj41,...,2q)e iz o —o(wj—a) , = (x1,...,249) € Rd,

ot g est une fonction de L2(R%'), a > 0 et a,b € R.

Remarque. Ici, la concentration d’une fonction f et de sa transformée de Fourier f est mesurée

. . o 1
par sa variance. Ces concentrations sont limitées dans I’espace par 1” fllL2(re). On remarque en

particulier que si f et f sont trop concentrées autour de leur moyenne, alors f est nécessairement
nulle. Cela vient du fait que plus f décroit vite, moins sa transformée de Fourier décroit vite (la
vitesse de décroissance de f est limitée par le cas d’égalité de ce principe, a savoir la gaussienne).

Corollaire 21 (Principe d’incertitude d’Heisenberg unidimensionnel). Si f € L2(R), on note :

Vi) =it ([@-aff@Par) e VD = jot ([ - 0P TP ).

a€R beR

Le principe d’incertitude d’Heisenberg a une dimension s’énonce alors comme suit :
—~ 1.y
V() -V = ZI Iy

Démonstration. Soient f € L2(R%), a,b € R et j € [1,d].
Supposons que (/(iﬂj —a)?|f(z)? dx> ) </(yj —0)?|f(y)]? dy) < +00, sinon l'inégalité est

triviale.

(1) Casou:a=>b=0etd=1. On suppose que f € Cl et f, f' € L1.
Par transformation d’une dérivation :

~

VyeR : fi(y) = (i) f(y).

On a </ y2|f(y)|2 dy) < 400, donc (/fT) € L2, Par le théoréme de Plancherel et comme
R

-~

f — f est un isomorphisme de L? sur L2, on en déduit que f’ € L2.
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De plus, on remarque que la dérivée de |f|?> = ff est 2Re(ff’) et donc par intégration
par partie, on a pour c < d € R :

/cd @ do = [o]f(@)P]; - 2Re </cdxf<x>f'<x> dl“) |

Par le corollaire 11 on a : f,xf, f' € L2, donc les intégrales dans I’égalité précédente sont
convergentes lorsque [d — +o0]. Alors £ := dlim d|f(d)|? € R et £ est positive.
—+00

Si £ > 0, alors |f(7)]? ~so100 £/ et f me serait donc pas dans L2(R). De méme pour
[c = —o0]. Ainsi,

|m@my=4vmwdx=—mm(@wuw%wm>,

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

flemy < 2 [ Jell7/@)1fa)] da

<fﬂéwmwmﬂywwm

Enfin par I'identité de Plancherel :

/ﬁva=/ﬁ@%w=/ﬂMW@
R R R
D’ot le résultat.

(2) Le cas général sur R est trivial en appliquant une translation et une modulation adé-
quates & la fonction f, de sorte a appliquer le résultat précédent.

(3) Cas d’égalité : utiliser la transformée de Fourier d’une gaussienne.

La preuve dans le cas ot d est quelconque est bien plus délicate. Cela provient du caractére L?(R?)
de la dérivation 0; f qui ne garantie pas la continuité de f. Un premier travail serait de considérer
f réguliére et a décroissance rapide puis utiliser un argument de densité. (cf. Benedetto (1990).
Uncertainty principle inequalities and spectrum estimation. Recent Advances in Fourier Analysis
and Its Applications (J. S. Bymes and J. L. Byrnes, eds.). Kluwer Acad. Publ., Dordrecht. MR
91i :94010 - Appendice A). O

2.2. Application a la mécanique quantique.

Historiquement, le principe d’incertitude fut énoncé en 1927 par Heisenberg. Il a montré une
propriété fondamentale de la mécanique quantique qui dit qu’il est impossible de mesurer, avec
précision, & la fois la position et la vitesse d’une particule. En notant Az lincertitude sur la
position et Ap Uincertitude sur la vitesse, I'inégalité de Heisenberg est alors donnée par :

h

ou h est la constante de Planck réduite. Nous allons démontrer ce résultat.

On se place dans le cadre de la mécanique quantique. L’état d’une particule ponctuelle est
décrit par une fonction d’onde ¥ (x,t) (on se limitera ici au cas & une dimension).
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Description probabiliste : une mesure de la position de la particule donne un résultat noté x a
dx prés avec la probabilité :
AP = [¢(x,t)[*dz,

ot |1 (z,t)|? représente donc la densité de probabilité (on a en particulier [¥]r2@) = 1)

Si la particule est libre, i.e. soumise & aucun potentiel ni & aucune mesure, ’évolution de 9 (x, t)
est donnée par I’équation de Schrédinger :

2
oot L ov

om ox? ! ot

Dans cette section en particulier, on définit la transformée de Fourier de 1 par :

-~ L 1 —izp/h
W) = = /R (a)e /M de,

On définit la valeur moyenne de la position et ’écart quadratique moyen qui mesure la dispersion
des mesures autour de la valeur moyenne :

<z >= /:E|1j}(a:,t)|2dx et Azxr = \/<:E2>—<:L">2.
R

On définit de méme la valeur moyenne de I'impulsion et I'incertitude statistique pour p := p, la
composante suivant u, de la quantité de mouvement :

<p>=/Rp\$(p)\2dp et  Ap=+/<pr>—<p>L

Alors en particulier :

(Ar)? = / (r—<z>Pp@Pde ot (Ap)? = /R (0 — <p>)? 100 dp.

Comme v € L2(R), alors en notant :

Vi) = ot ([e-atv@Par) e V@) = ot ([o- 02100 ).

a€R

on a par principe d’incertitude d’Heisenberg unidimensionnel :

Or par définition : R
(Az)? > V() et (Ap)® = V(¥),

alors on obtient bien finalement :

Ax-Ap > V) - V() > —.

Remarque. Ce principe universel en physique existe aussi en traitement du signal dés lors que la
transformée de Fourier .# intervient et autorise donc une analogie avec les phénoménes ondula-
toires. Dans cette correspondance, la position devient le temps et la vitesse devient la fréquence.
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3. Paire annulantes et ensembles épais

Nous allons maintenant voir un type de principe d’incertitude donné par la notion de paire
annulante.

3.1. Support et spectre d’une fonction.

Définition 5. Soit D un ouvert de R? et f : D — R une fonction mesurable. On pose O(f)
I’ensemble des ouverts O C D tels que f = 0 p.p. sur O. On appelle support de f I’ensemble

C

supp (f) == | J O

0€O(f)

Remarques. Soit f : D — R une fonction mesurable.
— Si f est la fonction nulle, alors supp (f) = 0.
— L’ensemble supp (f) est un fermé de R<.
— Sisupp (f) C S, alors pour presque tout z dans R? : f(z) = f(z)1g(z).

Définition 6. Soit f € L'(R%) ou L2(R). On appelle spectre de f le support de f, et on pose :
spec (f) = supp (f).

Proposition 22. Pour toutes applications f, g : R — R convolables :

supp (f * g) C supp (f) + supp (g).

St de plus f ou g est & support compact :

supp (f) +supp (9) = supp (f) + supp (g)-

Démonstration. On pose f: J Lgupp(r) et g=9- ]lsupp( )- Alors, f = fp p. et g =g p.p. Ainsi,

supp (f) = supp (f), supp (g) = supp (g) et f+xg = f * ¢ p.p. Finalement f et g sont donc nulles
partout sur le complémentaire de leur support.

Soit x ¢ supp (f) + supp (). Alors pour tout y € R? : z — y ¢ supp (f) ou y ¢ supp (g). Donc :

(F*i)e /f ) dy=o.

L’application f*§ est nulle sur (supp (f) + supp (g))c donc sur (supp (f ) + supp (g )) Et donc
finalement :

supp (f * g) C supp (f) + supp (g).

3.2. Définition et propriétés des paires annulantes.

Définition 7 (Paires annulantes). Soient S et ¥ deux parties mesurables de R?.

— On dit que le couple (S,Y) forme une paire faiblement annulante (ou paire faiblement
annihilante) si 'unique fonction & support dans S et dont la transformée de Fourier est a
support dans ¥ est la fonction nulle, i.e. que pour f € L*(R%) :

supp (f) C S et spec(f) C X — f=0.
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— On dit que le couple (S,X) forme une paire fortement annulante (ou paire fortement
annihilante) s’il existe une constante C(S, %) > 0 telle que pour tout f € L2(R9) :

11122 gy < CS,3) (1 1Ragarg) + 1 P2y ) -
La constante C(S, X) est appelée constante d’annulation (ou constante d’annihilation).

Une premiére caractérisation des paires fortement annulantes est la suivante :

Proposition 23 (Caractérisation des paires fortement annulantes). Soient S et ¥ deuz parties
mesurables de R%. Le couple (S, %) forme une paire fortement annulante si et seulement s’il existe
une constante D(S,%) > 0 telle que pour tout f € L2(RY) vérifiant spec (f) C X :

[ fll2ay < D(S,S) fllr2mars)-
Proposition 24. Tout couple de paire fortement annulante est une paire faiblement annulante.

Démonstration. Soit (S,X) un couple de paire fortement annulz}\nte et f € LQ(Rd) tel que
supp (f) C S et spec(f) C ¥. Alors f est nulle sur RS et f est nulle sur R\, dou :
0 < 2250, < 0. icc. f=0. k

Proposition 25. Si S et ¥ sont des compacts de R?, alors (S,%) est faiblement annulante.

Démonstration. On ne traite que le cas d = 1. Soit f € L2(R) telle que supp (f) C S et spec (f) C
Y et soit s € R} . On pose fs : x — %f(f) La norme de f est conservée lors de cette dilatation :

[ fllLe@®) = Ifsll2w)- La transformée de Fourier de f; est : ﬁ Dy — \/§J?(sy) Par le théoréme
de Plancherel on a donc :

£z = I fslez@) = 1 fsllz@) = 1 flleee)-
Alors :
IFellfom = [ sf(sy)? dy,
—R

o R > 0 est tel que spec (f) C|— R, R] (par hypothése spec (f) est compact). Par changement

de variable on obtient :
Rs

1 fsllf 2y = . (y)* dy.

Or f € L?(R) est a support compact, elle est donc intégrable et fest par conséquent continue
sur R. Ainsi :

Rs
. N2 e — T 2.
Jm [ fw)7dy = Bm follie e =0
Donc HﬂEQ(R) =0 et f est nulle dans L2(R). O

Remarque. Cette proposition nous assure qu'une fonction f € L?(R) non nulle et sa transformée
de Fourier f ne peuvent pas avoir simultanément un support compact.

La concentration d’une fonction peut étre mesurée par la taille de son support. Par la remarque
précédente, on se demande alors ce qu’il se passe lorsque 'hypothése du support compact est
remplacé par un ensemble de mesure finie.

Théoréme 26 (Benedicks-Amrein-Berthier-Nazarov). Soient S et ¥ deux parties mesurables de
R? de mesures finies, alors :

— (Benedicks) : (S,X) est faiblement annulante.

— (Amrein-Berthier) : (S,X) est fortement annulante.

— (Nazrov, d=1) : C(S,%) < ceclSIZ

La version quantitative multidimensionnelle du théoréme de Benedicks est celui de Amrein-
Berthier.
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3.3. Principe d’incertitude relatif aux paires annulantes.

Ici, la concentration d’une fonction est mesurée a ’aide de la taille de son support. Nous avons vu
en particulier que pour un couple (S, ¥) de paire fortement annulante, toute fonction f € L2(R%)
vérifie :

1122y < CS,2) (1122 ans) + 1 F 12 qmanss ) -

Cette derniére inégalité implique que si f est petit sur Rd\S et que fest aussi petit sur RN\ X,
alors f est petit sur R¢ entier. En particulier, si supp f C S et supp f C 3, alors f est nulle. Ainsi,
il est impossible qu’une fonction et sa transformée de Fourier soient toutes les deux concentrées
dans une petite région de I'espace.

Par la suite, I'objectif qui se présente naturellement est la recherche de caractérisations de paires
annulantes.

3.4. Ensembles épais et déterminés.

NOTATIONS. Pour toute partie S de R%, on note S le complémentaire de S dans R? (§ = RA\S).
Pour tout ensemble mesurable A de R, on désigne par |A| la mesure de Lebesgue de A.
Ensembles épais.

Définition 8. Soit S une partie mesurable de R%. On dit que I'ensemble S est épais s'il existe
une boule B et une constante v > 0 tels que :

VzeRY: |SN(B+z) > 1.
Dans ce cas, on dit que S est v-épais.

Remarques. — En général on définit un ensemble épais avec un cube K € R? dont les cotés
sont paralléles aux axes des coordonnées au lieu d’une boule B. Cela ne change rien a la
définition par équivalence des normes en dimension finie.

— Attention & ne pas confondre les ensembles épais et les ensembles relativement denses qui
eux sont définis par rapport & la mesure de comptage au lieu de la mesure de Lebesgue.

Exemples 4. — Illustrons un exemple d’ensemble épais dans le cas de la dimension 2.

Y

FIGURE 1 — Exemple d'un ensemble v-épais S dans le cas d = 2.

— Contre-ezemple. Tout ensemble de mesure de Lebesgue finie est non-épais car tout en-
semble épais est de mesure de Lebesgue infinie. Par exemple, Q n’est pas un ensemble
épais.
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Mesure II de Poisson et mesures II, associées.

Définition 9 (Mesure de Poisson). On définit la mesure de Poisson sur R par :

1
—A
m(1+x22)""

ou A est la mesure de Lebesgue sur R.

De plus, on définit des mesures de probabilité liées & celle de Poisson par :

Ihmy:H@—A):iZQﬁwJJydm

pour tout x € R et tout A C R.
Proposition 27 (Caractérisation des parties épaisses de R). Soit SCR. On a :

S est épais = inf I1,(S) > 0.
r€R
Démonstration. Soit S C R.

7 =" Supposons que S est épais. Alors il existe K:=]— L, L[ et v > 0 tels que :
VeeR : [SN(K+2x)| > ~v > 0.

Soit z € R. On a :

©) LY R
HJCS:/de}/ dIl, = / —1g(t) dt
S SN(K+z) T Jz—L 1+($*t)2
1 /Lo
= — —1q(t) dt
ﬂ/_LHtQ s(t)
1
> -
Y
> - .
~ r(1+ L?) >0

? <=7 Supposons que in& I1,(S) > 0, alors :
xe

Jdo>0,VeeR : II(S) > o.

On pose K :=] — L, L]. De ce fait :
< #lL(S) — /1n(ow
TSR T v @
z+L 1 1

= —g(t) dt + —=1g(¢) dt

I e e CLE R e =l
+o0 1

< SN (K 2 - at

IS ( +x)|+/L e

N

ISN(K+x)|+2 (% — arctanL) .

Lorsque L est grand, le terme 2 (% — arctan L) est trés petit au point qu’il soit inférieur a
|SN (K + 2)|. On peut alors choisir un L suffisamment grand tel que [SN (K +z)] > %7.
O
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Ensembles déterminés.

Définition 10. Soient S, ¥ deux parties de R%. On dit que S est Y-déterminée s’il existe une
constante D(S,X) > 0 telle que pour toute application f € L%(R?) telle que spec (f) C X :

[fllL2@ay < D(S, D) fllrz(s)-

En particulier, dans le cas ol S est Y-déterminée pour toute partie bornée ¥ de R%, on dit que
S est déterminée.

Remarque. Le théoréme de Logvinenko-Sereda s’exprime de plusieurs maniéres. En définissant
les ensembles déterminés et en soulignant le lien direct qui existe entre ces ensembles et les paires
annulantes, nous tentons de clarifier le théoréme.

Proposition 28 (Caractérisation des parties Y-déterminées lorsque ¥ est bornée). Soit S, % C
R? avec ¥ bornée. On a :

S est X-déterminée = (S,%) est fortement annulante.
Démonstration. Ce résultat est clair par la proposition 24. O

Proposition 29. Soit S une partie mesurable de RY. S’il existe une partie mesurable bornée Y.
telle que S soit YX-déterminée, alors S est déterminée.

Démonstration. 11 suffit de changer la constante. O

Corollaire 30. Soient S et g deuzr parties mesurables de R%. Si (S,%0) est une paire forte-
ment annulante pour un certain sous-ensemble borné ¥, alors S constitue une paire fortement
annulante avec tout sous-ensemble borné ¥ de R?.
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4. Théoréme de Logvinenko-Sereda

Notre principal objectif est d’obtenir une caractérisation des paires annulantes. Le théoréme que
nous allons voir nous fournit une condition nécessaire et suffisante pour qu'un couple (S, X) soit
une paire annulante lorsque X est une partie bornée.

4.1. Opérateur & lié a la mesure de Poisson.

Définition 11. On définit I'opérateur &2 sur L2(R,II) par :

pour tout x € R et tout ¢ € L2(R,II).

Définition 12 (Classes de Hardy). Soit p € {1,2}. On appelle classe de Hardy ’ensemble HP
définit par :

HP = {p € LP(R) : spec(p) C Ry}
Proposition 31 (Propriétés de 'opérateur &2). Soit p € {1,2}. L'opérateur & vérifie les pro-

priétés suivantes.

(i) Soit ¢ € LP(R). Alors P(p) est un produit de convolution :

1

P(p) = p*x kK avec ﬁ:x»—)m.

(ii) Soit o € H?. Alors :

o —

VyeR, Z(o)(y) = e o(y).
(iii) Soit o € H? de spectre borné. Alors il existe £ > 0 tel que spec () C ]0,/] et :

lellrzmy < €112(0)Ia)-

Démonstration. (7) Trivial.

(ii) Soit ¢ € H2. Classiquement, la transformée de Fourier de la loi de Cauchy est I'ex-
ponentielle (i.e. pour tout y € R, K(y) = e7¥). De plus par (i) et par la proposition
6 :
VyeR : P(p)(y) = ¢*Ary) = S)R(Y).

(iii) Soit ¢ € H? a spectre borné, alors par le point (ii) :
VyeR : [B(y)l = | 2(9)(y)] < 12(0)(W)]-

Ainsi, par le théoréme de Plancherel, on obtient le résultat.

Proposition 32.

(i) Soit p € LY(R,I). Si ¢ > 0, alors :

/Rt@(@(x) dr = /R</R<p(x+t) dx> dri() = /ch(x) du.

En particulier, pour tout ensemble mesurable S C R :

/R</s“0dnx>d$ B /R‘@(‘P‘ﬂs)dh /Sso(w>dm.
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(i1) Soient p € {1,2} et ¢ € LP(R). Alors :

[ 200 = [ 1ol

(i11) Soit p € LP(R). Alors Z(p) € LP(R) et :

12y < llellp-

Démonstration. (7) 11 suffit d’appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli (les fonctions étant
positives).

(74) 11 suffit d’appliquer le (7).

(7i7) Supposons 1 < p < 400 et soit ¢ := p(p — 1) le conjugué de p. Soit ¢ € LP(R). Alors en
utilisant (77), pour tout x € R :

|2()(@)lP < / (5(z — )| ()P)P (k(z — £))"/7 dt

< ([ ste-ieora)- ([ re-o dt)p/q — P(lo) ().

La preuve est aussi simple pour p = 1 ou +o0.

Proposition 33. Soit ¢ € LY(R,II). On suppose que @ est positive. Alors :
VzeR : In|Z(p)(z)] < Z(Inlg|)(z).

Démonstration. On admet cette proposition. Il s’agit d’un raffinement de 'inégalité de Jensen.

O

Proposition 34. Soit S C R un ensemble mesurable. On suppose qu’il existe o > 0 tel que
Vo € R, II.(S) > o. Alors pour tout ¢ € H? :

L1z <2 ( [167) 101
R S

Démonstration. Si o = 1, il suffit de travailler avec 0/2. On peut donc supposer sans perte de
généralité que o # 1.
Soient S C R un ensemble mesurable et € R. Pour A C R un ensemble on pose :

S _ L(ANS) 5, TLANS
' =m0 MWE e

Soit ¢ € H?. On suppose donc que k, k>0 (il n’y a rien a démontrer sinon). On sait que :

n|[Z(p)(x)] < Z(In|p])(z).

De plus par convexité :

2In |2 (¢)(z)] < k/ln]<p|2 dA+E/~1n]¢|2 dx
S S

< ki </S|¢\2 dA)+7<§1n (/gw dX)
= kln @) +kIn <%> + kIn (/S\@y? de> +%</§\<py2 de>
< In(2)+oln (/S|gp\2dl'[x> +(k—0)ln (/SW de> +kln </§W dHI).
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On a utilisé 'inégalité : kIn (1) + (1 — k) In (flk) < In(2). De plus :

(k—o)ln </S¢|2 dnx>+%1n </§|<p\2 de> < (k—o+k)n </R|4p2dﬂx>
= (1—J)ln</R|<p2de>.

2In|2(¢)(z)] < In(2) +oln </S || dnx) +(1—0)ln (/R |2 dnx> .

Et donc par croissance de ’exponentielle :

o (1-0)
2@ < 2( [l an) ([lepan)
S R
De plus on sait que :
/ (/ ©” de) dx:/(pz(x)da:.
R S S

En utilisant I'inégalité de Holder avec les coefficients 1/0 et 1/(1 — o) on obtient finalement :

L1z < ( [1er) 168
R S

Ainsi :

4.2. Enoncé et preuve du théoréme de Logvinenko-Sereda.

Théoréme 35 (Logvinenko-Sereda). Soient S et ¥ deux parties mesurables de R®. On suppose
que X est bornée.

(S,X) est une paire fortement annulante — S est épais.
Remarque. Ce théoréme s’énonce de maniére équivalente par :
S est déterminée — S est épais.

Démonstration. On ne démontre que le cas ott d = 1. Soient S et ¥ deux parties mesurables de
R avec ¥ est bornée.

7 =7 Supposons que (S, X) _est une paire fortement annulante. D’apres la proposition 29, il
est équivalent de supposer que S est Y-déterminée.

Soit f € L2(R) telle que spec (f) C . On suppose que f est non nulle et quitte & normaliser
f par sa norme sur L2(R), on suppose que || f 2@y = 1. Alors par hypothése, comme S est
Y-déterminée, il existe une constante D(S,X) > 0 telle que :

1
DS %) < Ml

(1) Pour § > 0 on pose :

wg(9) :sup{A\f|2,ACR:|A| < (5}.

En particulier, il est clair que : lim ws(d) = 0.
0—0+
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(2) Soient h € R et A un espace mesurable de R. Comme |A + h| = |A[, on a alors :

/vmﬁ F(A].

(3) On peut trouver une boule B suffisamment large (donc B suffisamment petite) telle que :

1

et par changement de variable : Vh € R, HTthLQ(éjrﬁ) < DS

1
O

(4) Soit h € R. Par définition de la ¥-déterminé, les points (2) et (3) :

T 2
D(ST2)2 = |’Dh(£|,|§)(§) < Imfle@ = /gn(mh) ’Thf’2+/§,'m<’3“+€) il
< wf(|§ﬂ(B+h)])+4D($7E)2-
(5) Donc :
VheR : ﬂmingwﬂﬁm®+hm.

il existait un & € R tel que |[SN (B 4 h)| est nul, on aurait wf(]§ N (B+ h)|) = 0. Ceci
est absurde par I'inégalité précédente et donc S est épais.

”» «—=" Supposons que S est épais. Soit f € L2 telle que spec (f) C Ja,b[ et £ =b — a.

(1) Transformons f en une fonction de H2. On pose ¢ : x — f(z)e™". Alors ¢ € H?,
spec () CJ0, €[ et o] = |f].

(2) Par la propriété (iii) de la proposition 31 :

/¢m=1/WF<¥%@wWé®-
R R

Et comme S est épais, on obtient par la caractérisation des parties épaisses de R (propo-
sition 28) :

Jo>0,VzeR : I(S) > o.

(3) Par la proposition 34, on obtient :

1 o 7 2(l—0o
12 < 2 ([168) Tl = 2 ( [107) 1135
S

(4) Par (2) et (3), on a ||f||i%(R) < 2% (/S ]f|2> . Alors :

wﬁw@<eéwwéuﬁ

4.3. Lien avec le principe d’incertitude.

Le théoréme de Logvinenko-Sereda nous donne une caractérisation des paires annulantes lorsque
I'une des parties est bornée. On peut alors reformuler le principe d’incertitude relatif aux paires
annulantes comme suit.
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Si S,% sont deux parties mesurables de R? avec S épais et X bornée, alors toute application
f € L2(RY) vérifie :

11220y < €S2 (I 22 ars) + 12 sy )

La prochaine étape est de trouver des informations sur la constante C(S, ) afin d’étre le plus
fin possible. Nous ne faisons qu’énoncer un de ces théorémes qui nous donne des informations
sur la constante :

Théoréme 36 (Kovrijkine). Il existe une constante positive Cq > 0 avec d > 0 telle que S est
y-épais o l’échelle L > 0 avec 0 < v < 1. De plus, on a pour tout R > 0 et pour tout f € L2(R%)
avec spec (f) C [-R, R]? :

O\ CaO+LR)
Il < () T
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